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RESUMO

A histéria da matematica se da pelas contribuicbes de Napier e Euler. O primeiro foi amplamente
reconhecido pela criagdo dos logaritmos, e Euler com seu aperfeicoamento e popularizagao do
logaritmo natural. Além do mais, Euler, com a formula eix =cos(x)+isin(x) realiza a sinergia entre
numeros complexos e fungdes trigonométricas. Nao ha como negar o total emprego nos campos de
financas, biologia, fisica, por exemplo. Sendo assim, este instrumento tem a pretensao de explorar
os contextos historicos de Napier e Euler quanto a contribuicdo no desenvolvimento da ciéncia e da
matematica. A pesquisa € uma revisao bibliografica. . Verifica-se, portanto, que a interconexao das
ideias de Napier e Euler foram e sao relevantes para os desafios da humanidade.

PALAVRAS-CHAVE: Napier; Euler Histéria da Matematica; Logaritmos.
INTRODUCAO

A histéria da matematica se da pelas contribuigdes de Napier e Euler. O primeiro foi ampla-
mente reconhecido pela criagao dos logaritmos, e Euler com seu aperfeicoamento e popularizagéao
do logaritmo natural. Aléem do mais, Euler, com a férmula eix =cos(x)+isin(x) realiza a sinergia entre
numeros complexos e fungdes trigonométricas. Nao ha como negar o total emprego nos campos de
finangas, biologia, fisica, por exemplo. Sendo assim, este instrumento tem a pretensao de explorar
os contextos historicos de Napier e Euler quanto a contribuicdo no desenvolvimento da ciéncia e da
matematica. A pesquisa € uma reviséo bibliografica.
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DESENVOLVIMENTO

CONTRIBUIGOES DE JOHN NAPIER

Durante milhares de anos a maioria dos calculos foi feita a mao, usando recursos como
pranchas para contagem ou o abaco. A multiplicagcado era especialmente laboriosa e muito mais
dificil que a adigao. Na revolucéao cientifica dos séculos XVI e XVII , a falta de uma ferramenta de
calculo confiavel tolhia o progresso em areas como a navegacgao e a astronomia, onde o potencial
de erro era maior devido aos longos calculos envolvidos (BOYER, 2011).

No século XV, o matematico francés Nicolas Churquet estudou como as relagdes entre se-
quéncias aritméticas e geométricas poderiam ajudar o calculo. Numa sequéncia aritmética, cada
numero difere do anterior por uma quantidade constante, como 1,2,3,4,5,6... (progressivamente de
1em 1), ou 3,6,9,12... (progressivamente de 3 em 3). Numa sequéncia geométrica, cada numero
apos o primeiro termo é determinado multiplicando o anterior por uma quantidade fixa, chamada
razao comum. Por exemplo, a sequéncia 1,2,4,8,16 tem como razdo comum 2. Escrevendo uma
sequéncia geométrica (como 1,2,4,8...) e acima dela uma sequéncia aritmética (como 1,2,3,4...)
pode se ver que 0s numeros de cima sao os expoentes a que 2 € elevado para chegar a série de
baixo. Uma versdo bem mais sofisticada desse esquema esta no cerne das tabuas de logaritmos
desenvolvidas pelo proprietario rural escocés John Napier (CALINGER, 2015).

Napier era fascinado pelos numeros e passou muito tempo buscando modos de tornar os
calculos mais faceis. Em 1614, ele publicou a primeira descri¢édo e tabua de logaritmos, sendo que
o logaritmo de um numero dado é o expoente ou poténcia pelo qual outro numero fixo é levado para
produzir aquele numero dado (GRAY, 2015).

"Fiz a descricdo de uma tabela de numeros que reduz significativamente a dificuldade dos
calculos" (NAPIER, p. 1614).

O uso de tais tabuas facilitava calculos complexos e ajudou a trigonometria a avancgar. Napier
percebeu que o principio basico do calculo era bem simples, de modo que, podia-se substituir o tra-
balho entediante da multiplicagao pela operagao simples da adigdo. Cada numero teria seu nume-
ro, dito, artificial equivalente. Somando os dois logaritmos e convertendo a resposta a um numero
comum, produz-se o resultado da multiplicagdo dos numeros originais. Para a divisao, um logaritmo
€ subtraido do outro e o resultado é entao convertido (EVES, 2012).

"Minha invencgao foi inspirada pelo desejo de aliviar o peso daqueles envolvidos em calculos
longos e laboriosos" (NAPIER, p.1614).

Para gerar logaritmos, Napier imaginou duas particulas viajando ao longo de linhas parale-
las. A primeira linha tem comprimento infinito e a segunda, um comprimento fixo. Cada particula
parte da mesma posic¢ao de saida ao mesmo tempo, a mesma velocidade. A particula da linha infi-
nita viaja com movimento uniforme, logo cobre distancias iguais em tempos iguais. A velocidade da
segunda particula é proporcional a distancia que falta para o fim da linha. Na metade do caminho
entre o ponto de partida e fim da linha, a segunda particula avanga com metade da velocidade
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inicial e assim por diante. Isso significa que a segunda particula nunca alcanga o fim da linha e,
igualmente, a primeira particula, em sua linha infinita, nunca chega ao fim de sua viagem. Em todos
os instantes ha uma correspondéncia unica entre as posicoes das duas particulas. A distancia que
a primeira particula viajou sera o logaritmo da distancia que a segunda ainda tem de percorrer. O
avancgo da primeira particula pode ser visto como uma progressao aritmética, o da segunda é geo-
métrica (BURTON, 2011).

Napier levou vinte anos para completar seus calculos e publicar as primeiras tabuas de lo-
garitmos como Murifici logarithmorum canonis descriptio. Henry Briggs, professor de matematica
da Universidade de Oxford, reconheceu a importancia das tabuas de Napier, mas as considerou
pouco praticas. Briggs visitou Napier em 1616 e 1617. Discutindo o tema, os dois concordaram
que o logaritmo de 1 fosse redefinido como O e o logaritmo de 10 como 1. Essa abordagem tornou
os logaritmos muito mais faceis de usar. Briggs também ajudou a calcular os logaritmos de nume-
ros comuns adotando 1 como logaritmo de 10, e passou varios anos recalculando as tabuas. Os
resultados foram publicados em 1624 com logaritmos calculados até catorze casas decimais. Os
logaritmos de base 10 calculados por Briggs s&o conhecidos como log10 ou logaritmos comuns. A
tabua anterior, de poténcias de 2 pode ser pensada como uma simples tabua de log2, ou base 2
(BOYER, 2011).

Os logaritmos tiveram impacto imediato na ciéncia, em especial na astronomia. O aleméao
Johannes Kepler publicou as duas primeiras leis do movimento planetario em 1605, mas s6 apos a
invencao das tabuas de logaritmos chegou a sua revolucionaria terceira lei. Esta descreve como o
tempo que um planeta leva para completar uma 6rbita ao redor do Sol se relaciona a sua distancia
orbital média. Quando publicou sua descoberta em 1620, no livro Ephemerides novae motuum co-
lelestium, Kepler o dedicou a Napier (EVES, 2012).

Mais tarde, no século XVII, os logaritmos se revelaram algo de importancia ainda maior. Ao
estudar séries numeéricas, o matematico italiano Pietro Mengoli mostrou que a série alternada 1 - '
+1/3-"a+ 1/5 - ...tinha um valor ao redor de 0,693147, que ele demonstrou ser o logaritmo natural
(In) de 2. O logaritmo natural revela o tempo necessario para atingir certo nivel de crescimento, tem
uma base especial chamada e, com valor aproximado de 2,71828. Esse numero tem enorme sig-
nificado em matematica devido a suas liga¢gdes com o crescimento e o decaimento natural (GRAY,
2015).

Foi devido a pesquisas como a de Mengoli que o importante conceito de fungado exponencial
veio a luz. Essa funcéo é usada para representar o crescimento exponencial, em que uma taxa de
crescimento de uma quantidade € proporcional a seu tamanho hum dado momento, assim, quanto
maior for, mais rapido cresce, o que é relevante para campos como finangas, estatistica e a maioria
das areas da ciéncia. A fungdo exponencial € dada na forma f(x) = bx onde b é maior que 0, mas
nao igual a 1, e x pode ser qualquer numero real. Em termos matematicos, os logaritmos s&o o
inverso dos exponenciais e podem ter qualquer base (CALINGER, 2015).

A pressao por tabuas de logaritmos precisas estimulou matematicos como Nicholas Merca-
tor a pesquisar mais. Em Logarithmo-technica, publicado em 1668, ele apresentou uma férmula de
série ara os logaritmos naturais (In) (1+x) = x - x2/2 + x3/3 — x4/4 + ... Isso era uma extensdo da
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formulacdo de Mengoli, em que o valor de x era 1. Em 1774, mais de 130 anos apd6s Napier produ-
zir sua primeira tabua de logaritmos, o matematico suigo Leonhard Euler publicou um tratamento
completo de ex e sua relagdo com o logaritmo natural (BOYER, 2011).

CONTRIBUIGOES DE LEONHARD EULER

A constante matematica que se tornou conhecida como e, ou numero de Euler (2,718..., com
um numero infinito de casas decimais) surgiu no inicio do século XVII, quando os logaritmos foram
inventados para ajudar a simplificar calculos complexos. O matematico escocés John Napier com-
pilou tabuas de logaritmos de base 2,718... que funcionavam especialmente bem em calculos que
envolvessem crescimento exponencial. Eles foram depois chamados “logaritmos naturais” porque
podem ser usados para descrever matematicamente muitos processos da natureza, mas com a
notacao algébrica ainda nos primordios. Napier so via os logaritmos como um auxiliar para calculos
que envolviam razdes entre as distancias cobertas por pontos em movimento (BOYER, 2011).

"A matematica é a rainha das ciéncias, e a aritmética é a rainha da matematica." (EULER,
p.1748).

No fim do século XVII, o matematico suigo Jacob Bernoulli usou 2,718... para calcular juros
compostos, mas foi Leonard Euler, aluno do irmao de Bernoulli, Johann, que primeiro chamou o
numero de e. Euler calculou e até 18 casas decimais e escreveu sua primeira obra sobre e, Medi-
tatio em 1727, mas ela s6 foi publicada em 1862. Euler explorou e ainda, mas em Introductio, de
1748. Uma das primeiras vezes em que e apareceu foi no calculo de juros compostos, em que, por
exemplo, se depositam os juros de uma poupanga na conta, aumentando o total guardado, em vez
de paga-los ao investidor. Se os juros sédo calculados em base anual, um investimento de 100 reais
a taxa de juros de 3% ao ano produziria R$ 100 X 1,03 = R$ 103,00 apds um ano. Depois de dois
anos seria R$ 100 X 1,03 X 1,03 = R$ 106,09, e apos dez anos R$ 100 X 1,0310 = R$ 134,39. A
férmula disso é F = P (1+J)t, em que F é a quantia final, P € o investimento original (principal), J €
a taxa de juros e t € o numero de anos (STILLWELL, 2010).

Se os juros sao calculados com frequéncia maior, o calculo muda. Por exemplo, se forem
calculados a cada més, a taxa mensal é 1/12 da taxa anual, onde 3/12 = 0,25, entdo o investimento
ap6s um ano seria de R$100 X 1,002512 = R$ 103,04. Se forem calculados a cada dia, a taxa é de
3/365 = 0,008..., e a quantia ap6és um ano seria de R$ 100 x 1,0008365... = R$ 103,05. A féormula
disso é F = P (1+ (i/n))nt, na qual n € o numero de vezes que 0s juros sao calculados a cada ano.
Conforme os intervalos em que os juros sao calculados em cada ano. Conforme os intervalos em
que os juros sao calculados diminuem, a quanti a de juros entregues ao fim de um ano se aproxima
de F = Pej. Bernoulli chegou perto de descobrir isso com seus calculos, quando identificou e como
o limite de (1+ (1/n))n quando n se aproxima do infinito (n—<«). Aférmula (1+ (1/n))n da valores mais
préximos de e conforme n aumenta. Por exemplo, n = 1 da um valor de e de 2, n = 10 da um valor
de e de 2,5937... e n = 100 da um valor de e de 2,7048... (BOYER, 2011)

"Pela brevidade, deixe-me chamar essa quantidade de € e; assim, € e € 0 numero cujo
logaritmo € igual a um." (EULER, p.1748).
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Quando Euler calculou um valor de e correto com 18 casas decimais, provavelmente usou
a sequéncia e = 1+1+1/2+1/6+1/24+1/120+1/720, até vinte termos. Ele chegou a esses denomina-
dores usando o fatorial de cada numero inteiro. O fatorial de um inteiro é o produto desse inteiro
e todos abaixo dele, sendo, 2 (2X1), 3 (3X2X1), 4(4X3X2X1), 5 (56X4X3X2X1) etc., acrescentando
um termo ao produto a cada vez. Isso pode ser mostrado como e = 1+1+1/2+1/3+1/4! em notagao
fatorial (EVES, 2012).

Euler calculou e até 18 casas decimais, mas notou que os decimais continuavam indefini-
damente. Isso significa que e € irracional. Em 1873, o matematico francés Charles Hermite provou
que e também é nao algébrico, ou seja, ndo € um numero com decimal finito, que pode ser usado
numa equacéao polinomial regular. Isso o torna um numero transcendente, sendo um numero real
que n&o pode ser computado resolvendo uma equacédo (BURTON, 2011).

Juros compostos sdo um exemplo de crescimento exponencial. Tal crescimento, plotado
num grafico, aparecera como curva. No século XVII, o clérigo inglés Thomas Malthus postulou
que a populagao também cresce exponencialmente se ndo ha impedimentos, como guerra, fome
ou falta de comida. Isso significa que a populagao continua a crescer a mesma taxa, levando a
totais cada vez maiores. O crescimento constante da populagcédo pode ser calculado com a férmula
P = POect, em que PO € o numero da populagao original, ¢ € a taxa de crescimento e t € o tempo
(STILLWELL, 2010).

Plotado num grafico, e mostra outras propriedades especiais. O grafico de y = ex € uma cur-
va tangente (a reta que toca, mas n&o corta a curva) nas coordenadas (0,1) também tem gradiente
(inclinagao) de precisamente 1. Isso ocorre porque a derivada (taxa de mudancga) de ex €, na ver-
dade ex, e a derivada € usada para achar a tangente. A tangente que serve para calcular a taxa de
mudanga num ponto especifico de uma curva. Como a derivada é ex, o declive (medida de diregéao
e inclinagdo) da tangente sera sempre o mesmo que o valor de y (CALINGER, 2015).

Os varios modos que um conjunto de itens pode ser ordenado se chamam permutagdes.
Por exemplo, o conjunto 1, 2, 3 pode ser arranjado como 1, 3,2,0u 2,1,3,0u 2,3, 10u 3, 1,2 0u
3, 2,1. Ha seis modos no total, contando o original, pois 0 numero de permutagdes num conjunto é
igual ao fatorial do maior numero inteiro, no caso 3! O numero de Euler também é significativo num
tipo de permutagdo chamada desarranjo. Num desarranjo, nenhum dos itens pode ficar na posigao
original. Para quatro itens, o numero de permutagdes possiveis é o 24, mas para achar os desar-
ranjos de 1, 2, 3, 4, todos os outros arranjos que comecem com 1 devem ser primeiro eliminados.
Ha trés desarranjos comegando com 2, ou seja, 2,1,4,3; 2,3,4,1; 2,4,1,3. Ha também trés desar-
ranjos comegando com 3 e trés com 4, perfazendo nove no total. Com cinco itens, o numero total
de permutagdes é 120, e com seis € 720, complicando a tarefa de encontrar todos os desarranjos
(EVES, 2012).

O numero de Euler torna possivel calcular o nimero de desarranjos de qualquer conjunto.
Esse numero € igual ao numero de permutagdes dividido por e, arredondado para o numero inteiro
mais proximo. Por exemplo, para o conjunto 1,2,3, em que ha seis permutagdes, 6/e = 2,207... ou
2, 0 numero inteiro mais proximo. Euler analisou desarranjos de dez numeros para Frederico, o
Grande, da Prussia, que tencionava criar uma loteria para pagar dividas. Para dez numeros, Euler
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descobriu que a probabilidade de obter um desarranjo é de 1/e, com uma precisdo de seis casas
decimais (BURTON, 2011).

O numero de Euler é relevante em muitos outros calculos, por exemplo, a partir de um nu-
mero, para descobrir que numeros na particao tém o maior produto, pois,

"nada acontece no universo onde alguma regra de maximo ou minimo n&o aparega." (EU-
LER, 2015).

Com o numero 10, as particées incluem 3 e 7, cujo produto € 21; 6 ou 4, que produzem 24;
ou 5 e 5, que dao 25, que é o minimo produto para uma particdo de 10 usando dois numeros. Com
trés numeros, 3,3,4 ddo um produto de 36, mais indo para numeros fracionarios, 3 1/3 X3 1/3 X 3
1/3, =1000/27 = 37,037... € o maior para trés numeros. Numa particao de quatro, 2 1/2 X2 1/2 X
21/2 X21/2=239,0625; jaemcinco2 X2 X 2 X 2 X 2 =32. Resumindo, (10/2)2 =25, (10/3)3 =
37,037, (10/4)4 = 39,0625, (10/5)5 = 32. Esse resultado menor em uma particdo por cinco indica
que o numero 6timo para 10 esta entre 3 e 4. O numero de Euler pode ajudar a achar tanto o pro-
duto maximo, ou seja, e€(10/e) = 39,598 , como o numero da particdo, 10/e =3,678... (GRAY, 2015).

CONSIDERAGOES FINAIS

Napier e Euler forneceram os pilares inerentes ao desenvolvimento da matematica e da
ciéncia. Napier criou os logaritmos, simplificando assim, calculos extenuantes e acelerando consi-
deravelmente os avancos tecnoldgicos. Euler, por sua vez, expandiu os aspectos praticos e amplo
emprego de ferramentas tedricas e notacionais. Nota-se, portanto, que a interconexao das ideias
de Napier e Euler foram e s&o relevantes para os desafios da humanidade.
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